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Раздел I. Численные методы 

В.И.Дмитриев, И.С.Барашков  
 

РАЗНОСТНО-ИНТЕГРАЛЬНЫЙ МЕТОД РАСЧЁТА 

НИЗКОЧАСТОТНЫХ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ПОЛЕЙ В 

НЕОДНОРОДНОЙ СРЕДЕ*
 

 

Введение 

 Расчёт электромагнитных полей в неоднородных средах необходим 

во многих прикладных задачах. Одной из наиболее значимых проблем 

является построение методов решения прямых и обратных задач элек-

тромагнитного зондирования неоднородной среды с целью определения 

её строения. 

При решении прямых задач электродинамики неоднородных сред 

применяются различные численные методы. К ним относятся: 

– метод интегральных уравнений;  

– разностные методы; 

– проекционные методы, включая метод конечных элементов. 

Метод интегральных уравнений, разностные методы и метод ко-

нечных элементов в конечном итоге сводят задачу к решению алгебраи-

ческой системы сеточных уравнений, то есть уравнений для значений по-

ля на некоторой сетке. Однако получение сеточных уравнений в разных 

методах происходит по разному, чем и отличаются эти методы. В методе 

интегральных уравнений сеточное уравнение получается только по об-

ласти неоднородности, в то время как в разностном методе область зада-

ния сеточных уравнений значительно больше. Она ограничивается только 

условием убывания поля, так как требуется выход на нулевые значения 

поля. В этом основное преимущество метода интегральных уравнений, 

где область задания сеточных уравнений существенно меньше. Опреде-

лив поле в области неоднородности, затем по формулам пересчёта полей 

определяют их там, где это необходимо. 

Однако разностные методы имеют преимущество в простоте полу-

чения сеточных уравнений, а также в особенности структуры сеточных 

уравнений, которые имеют сильно разреженную матрицу. Это позволяет 

эффективно применять итерационные методы решения сеточных уравне-

                                                 
*
 Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследова-

ний проект 11-05-12014 офи-м-2011 “Разработка новых подходов и вычислительных 

методов решения обратных задач электромагнитного морского зондирования при из-

мерениях на морском дне”. 
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ний. При решении трёхмерных задач для векторных уравнений сеточные 

уравнения имеют матрицы размером в несколько миллионов. Это приво-

дит к необходимости выбирать относительно большой шаг сетки. В ре-

зультате при дифференцировании полученных сеточных данных возни-

кают большие погрешности. Преодолеть эти трудности можно сочетая 

разностные методы с интегральными  соотношениями полей. В результа-

те получаются комбинированные разностно-интегральные методы. 

Именно этому вопросу и посвящена настоящая работа. 

1. Постановка задачи. 

Низкочастотные электромагнитные поля в магнитооднородной 

проводящей среде удовлетворяют уравнениям Максвелла 

0jEHrot
���

+= σ ,           HiErot
��

ωµ= ,   (1) 

где H
�

 и E
�

, соответственно, магнитное и электрическое поле, const=µ  – 

магнитная проницаемость, 0≠σ  электропроводность, ω  – круговая час-

тота поля, 0j
�

 – сторонний ток (источник поля). Математическая модель 

среды, обычно, локальная неоднородность электропроводности 

),,( zyxНσ , находящаяся в слоистой среде с электропроводностью 

)(zCσ . Вводится понятие нормального (первичного) поля источника  0j
�

 

в слоистой среде )(ME
N
�

, )(MH
N
�

, которое удовлетворяет уравнениям 

Максвелла 

0jEHrot
N

C
N

���

+= σ ,      
NN

HiErot
��

ωµ= .  (2) 

Для расчёта нормальных полей существует достаточно простой ал-

горитм [1], [2]. При наличии в среде неоднородности  )(MНσ  возникает 

аномальное (вторичное) поле  

Na
EEE
���

−= ,                            
Na

HHH
���

−= , 

которое является решением уравнений Максвелла: 

aN
C

a
EEHrot
���

σσσ +−= )( ,               
aa

HiErot
��

ωµ= .  (3) 

Исключив в (3) магнитное поле, получим уравнение для электриче-

ского поля: 
N

C
aa

EkkEkErotrot
���

)(
222 −=− ,   ωµσik =2

,   )(
2

zik CC ωµσ=  (4) 

с условием затухания на бесконечности и условиями непрерывности тан-

генциальных составляющих 
a

E
�

 и 
a

Erot
�

 на границах разрыва )(Mσ . При 

решении этой задачи разностными методами можно эффективно исполь-

зовать интегральные соотношения для полей, получаемые из леммы Ло-

ренца. 
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2. Вывод интегральных соотношений. 

Для вывода интегральной леммы Лоренца для нашей задачи пере-

пишем уравнения (3) в виде: 

a
a

C
a

jEzHrot
���

+= )(σ ;                     
aa

HiErot
��

ωµ= ,  (5) 

где EzMj Ca

��

))()(( σσ −=  – аномальный ток в зоне неоднородности. Вве-

дём вспомогательные поля  )(Me
�

, )(Mh
�

 точечных электрических дипо-

лей 

( ) )()()(,, 000 zzyyxxPPPP ZYX −⋅−⋅−⋅= δδδ
�

, 

находящихся в точке ),,( 0000 zyxM = . Эти поля удовлетворяют уравне-

ниям Максвелла: 

Pezhrot C

�

�

+= )(σ ;                    hierot
�

�

ωµ= .  (6) 

Рассмотрим выражение 

[ ] [ ]( )=×−×= aa
HehEdivW
�

�

��

aaaa
HroteerotHhrotEEroth
�

��

����

+−− . 

Заменив роторы полей из уравнений (5) и (6), получим 

[ ] [ ]( )=×−×= aa
HehEdivW
�

�

��

 

( ) ( ) =++⋅−+−⋅= a
a

C
a

C
aa

jEzehiHPezEHih
��

�

���

�

���

)()( σωµσωµ   (7) 

PEje
a

a

���
�

⋅−⋅= . 

Применив к полученному выражению (7) формулу Гаусса, найдём: 

( )∫ =−
V

M
a

a dvMMPMEMjMMe ),()()(),( 00

���
�

 

[ ] [ ]( ) M
S

aa
dSnHehE
�

�

�

��

⋅×−×= ∫ , 
(8) 

где S  – поверхность, ограничивающая область V , в которой )(Mσ  – не-

прерывно. Возьмём в качестве области V  слой с постоянным σ , ограни-

ченный плоскостями )( 00 hzS =  и )( 0hHzSH >= . Тогда из (8), учиты-

вая, что 0=a
j
�

, имеем при VM ∈0 : 

=++ )()()( 000 MEPMEPMEP
a
ZZ

a
YY

a
XX  

(∫ −−=
HS

a
XY

a
YX MHMMeMHMMe )(),()(),( 00  

      ) −+⋅− MX
a
YY

a
X dSMMhMEMMhME ),()(),()( 00  

      (∫ −−−
0

)(),()(),( 00

S

a
XY

a
YX MHMMeMHMMe  

                ) MX
a
YY

a
X dSMMhMEMMhME ),()(),()( 00 +⋅− . 

(9) 
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3. Интегральные формулы пересчёта. 

Полученные интегральные соотношения (9), естественно, обобща-

ются на слой с переменной электропроводностью, если она зависит толь-

ко от координаты z . 

Пусть при 0≥z  имеем слоистую среду )(
)(

z
hσ  с кусочно-

постоянным распределением constz
h =)(

)(σ  при [ ]21, zzz ∈ . Тогда при-

меняя выражение (9) к каждому слою и складывая их, получим 

=++ )()()( 000 MEPMEPMEP
a
zz

a
yy

a
xx  

(∫ −−=
∞→

HS

a
xy

a
yx

H

MHMMeMHMMe )(),()(),( 00lim  

) −+− Mx
a
yy

a
x dSMMhMEMMhME ),()(),()( 00  

(∫ −−−
hS

a
xy

a
yx MHMMeMHMMe )(),()(),( 00  

) Mx
a
yy

a
x dSMMhMEMMhME ),()(),()( 00 +− . 

Все интегралы по внутренним границам слоёв сократились в силу 

непрерывности тангенциальных составляющих полей. Интеграл по плос-

кости HS  при ∞→H  стремится к нулю, так как аномальные поля и 

вспомогательные поля убывают на бесконечности. В результате получаем 

=++ )()()( 000 MEPMEPMEP
a
ZZ

a
YY

a
XX  

( −−⋅= ∫
hS

X
a
YY

a
X MMhMEMMhME ),()(),()( 00    (10) 

) M
a
xy

a
yx dSMHMMeMHMMe )(),()(),( 00 +− . 

Если вспомогательные поля определять для различных ориентаций 

электрического диполя: 

( )0,0,1 ==== zyx PPPP
�

;   
)(xe

�

,     
)(xh

�

, 

( )0,1,0 ==== zyx PPPP
�

;   
)( ye

�

,     
)( yh

�

, 

( )1,0,0 ==== zyx PPPP
�

;   
)(ze

�

,     
)(zh

�

, 

то получим из (10) формулы пересчёта: 

( −−⋅= ∫
hS

x
a
Yy

a
X

a MMhMEMMhMEME ),()(),()()( 0
)(

0
)(

0
νν

ν  

   ) My
a
xx

a
y dSMMeMHMMeMH ),()(),()( 0

)(
0

)( νν +− ,     ),,( zyx=ν  

(11) 

Выражения (11) позволяют рассчитать электрическое поле в любой 

точке верхнего полупространства )( hz > , зная a
xH  

a
yH  

a
xE  

a
yE  
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на плоскости hz = . Если известно только магнитное поле при hz = , то 

вспомогательное поле вычисляется для верхнего полупространства  с 

граничными условиями 0
)( =ν

xh    0
)( =ν

yh    при hz = . Тогда из (11) по-

лучаем: 

( ) M
S

x
a
Yy

a
X

a dSMMeMHMMeMHME

h

∫ −⋅= ),()(),()()( 0
)(

0
)(

0
νν

ν . (12) 

Если известно при hz =  только электрическое поле, то вспомогательное 

поле вычисляется в верхнем полупространстве при граничных условиях 

0
)( =ν

xe    0
)( =ν

ye    при hz = . В результате из (11) получаем  

( ) M
S

x
a
Yy

a
X

a dSMMhMEMMhMEME

h

∫ −⋅= ),()(),()()( 0
)(

0
)(

0
νν

ν . (13) 

Полученные формулы пересчёта (11 – 13) дают возможность, рассчитав 

поля при hz ≤ , вычислить их при hz > . Аналогично из (9) с помощью 

вспомогательных полей для нижнего полупространства можно получить 

формулы пересчёта в нижнее полупространство Hz < , зная поля при 

Hz = . 

4. Интегральные граничные условия. 

Если в формулах пересчёта (12) точку 0M  опустить на плоскость 

)( 0 hzSh = , то получим интегральное выражение для электрического по-

ля при hz =0  через интеграл от магнитного поля при hz = : 

(∫ −−−⋅==
hS

x
y

a
X

a
x yyxxehzyxHyxE ),(),,(),( 00

)(
00  

 ) dydxyyxxehzyxH x
x

a
Y ),(),,( 00

)( −−=− , 

(14)  

 

(∫ −−−⋅==
hS

y
y

a
X

a
y yyxxehzyxHyxE ),(),,(),( 00

)(
00  

  )dxdyyyxxehzyxH y
x

a
Y ),(),,( 00

)( −−=− , 

(15) 

 

где 

hzz

E

y

E

i
hzyxH

a
y

a
za

X
=














∂

∂
−

∂

∂
==

ωµ

1
),,( ,      

hzx

E

z

E

i
hzyxH

a
z

a
xa

Y
=














∂

∂
−

∂

∂
==

ωµ

1
),,( .      

Полученные выражения (14–15)являются интегральными граничными 

условиями при hz = . Аналогичные условия можно получить при Hz = . 

Уравнение (4) вместе с интегральными условиями (14–15) при hz =  и 
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аналогичными условиями при Hz =  определяют краевую задачу в слое 

[ ]Hhz ,∈  с интегральными граничными условиями. При ∞→+ 22
yx  

имеем условие убывания к нулю 
a
xE  и 

a
yE . Эта задача имеет единствен-

ное решение. Определив a
xE  и 

a
yE  внутри слоя, по формулам пересчёта 

мы можем определить поля в любой точке пространства. Если внутрен-

няя задача для слоя, содержащего неоднородность решается разностным 

методом с интегральными граничными условиями, то мы получаем раз-

ностно-интегральный метод. Его эффективность связана с существенным 

уменьшением области, где определяются сеточные уравнения. Такой 

подход даёт возможность достаточно быстро решать трёхмерные вектор-

ные задачи. Рассмотрим применение этого метода к двумерным задачам 

электродинамики. 

5. Двумерные задачи электродинамики. 

Разностно-интегральный метод в двумерном случае реализуется значи-

тельно проще. В этом случае электромагнитное поле распадается на две 

независимых поляризации. Пусть среда и источники поля не зависят от 

координаты x . Тогда положив в уравнениях Максвелла(5) 0≡
∂

∂

x
, полу-

чим: 

1. Е – поляризованное поле )0,0,( xEE =
�

, ),,0( zy HHH =
�

: 

a
x

a
xC

a
y

a
z jEz

z

H

y

H
+=

∂

∂
−

∂

∂
)(σ        ( ) xC

a
x Ezzyj )(),( σσ −= , (16) 

y

a
x Hi

z

E
ωµ=

∂

∂
       z

a
x Hi

y

E
ωµ−=

∂

∂
.   (17) 

2. Н– поляризованное поле ),,0( zy EEE =
�

, )0,0,( xHH =
�

: 

a
y

a
yC

a
x jEz

z

H
+=

∂

∂
)(σ        ( ) yC

a
y Ezzyj )(),( σσ −= ,  (18) 

a
z

a
zC

a
x jEz

y

H
−−=

∂

∂
)(σ        ( ) zC

a
z Ezzyj )(),( σσ −= ,  (19) 

a
x

a
y

a
z Hi

z

E

y

E
ωµ=

∂

∂
−

∂

∂
.     (20) 

Согласно (11) формулы пересчёта в этом случае выглядят следующим 

образом 

Для Е – поляризованного поля при hz ≥0  
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(∫
∞

∞−

−=−⋅== ),,(
~

),(),( 00
)(

00 zhzyyhhzyEzyE
x

y
a
X

a
x   

             )dyzhzyyehzyH
x

x
a
Y ),,(~),( 00

)( =−=−  

(21) 

,    

где )(~ x
yh  и 

)(~ x
xe  – вспомогательные поля в двумерном случае в слои-

стой среде, которые являются решением задачи при ),( ∞−∞∈z : 














−=
∂

∂
=

∂

∂

−−+=
∂

∂
−

∂

∂

.
~~

;
~~

);()(~)(

~~

)(
)(

)(
)(

00
)(

)()(

x
z

x
xx

y

x
x

x
xC

x
y

x
z

hi
y

e
hi

z

e

zzyyez
z

h

y

h

ωµωµ

δδσ

   (22) 

Для Н – поляризованного поля имеем при hz ≥  

    (∫
∞

∞−

−=−⋅== ),,(~),(),( 00
)(

00 zhzyyehzyHzyE
x

y
a
X

a
y  

   )dyzhzyyhhzyE
x

x
a
Y ),,(

~
),( 00

)( =−=− . 

 

(23) 

    (∫
∞

∞−

−=−⋅== ),,(~),(),( 00
)(

00 zhzyyehzyHzyE
z

y
a
X

a
z  

   )dyzhzyyhhzyE
z

x
a
Y ),,(

~
),( 00

)( =−=− . 

 

(24) 

где 
)(~ y

ye , 
)(~ y

xh  и 
)(~ z

ye , 
)(~ z

xh  – вспомогательные поля, являющиеся реше-

ниями задач: 














=
∂

∂
−

∂

∂
−=

∂

∂

−−+=
∂

∂

.
~

~~
;~)(

~

);()(~)(

~

)(

)()(
)(

)(

00
)(

)(

y
x

y
y

y
zy

zC

y
x

y
yC

y
x

hi
z

e

y

e
ez

y

h

zzyyez
z

h

ωµσ

δδσ

          (25) 














=
∂

∂
−

∂

∂

−−−−=
∂

∂
=

∂

∂

.
~

~~

);()(~)(

~

;~)(

~

)(

)()(

00
)(

)(
)(

)(

z
x

z
y

z
z

z
yC

z
xz

yC

z
x

hi
z

e

y

e

zzyyez
y

h
ez

z

h

ωµ

δδσσ

   (26) 
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Формулы пересчёта (21) и (23) позволяют получить интегральные гра-

ничные условия для задач (16 – 17) и (18 – 21) Для этого определим 

вспомогательные поля не для всего пространства, а для полупростран-

ства hz ≥  с граничными условиями 0
~ )( =x

yh  при hz =  для задачи (22) 

и 0
~ )( =y

xh  при hz =  для задачи (23). Тогда найдём из (21) при hz =0  

интегральное  граничное условие  

dyhzyHhzhzyyehzyE
a
Y

x
x

a
x ∫

∞

∞−

===−−== ),(),,(~),( 00
)(

00 . (27) 

для Е – поляризованного поля  и из (23) интегральное граничное условие 

для Н – поляризованного поля: 

dyhzyHhzhzyyehzyE
a
x

y
y

a
у ∫

∞

∞−

===−== ),(),,(~),( 00
)(

00 . (28) 

6. Вычислительный эксперимент. 

Для проверки эффективности разностно-интегрального метода рас-

смотрим двумерную задачу о расчёте двумерного поля в слоистой среде, 

когда в нижнем полупространстве имеется неоднородная зона (рис. 1). В 

качестве модели строения среды возьмём проводящую среду, в которой 

имеется неоднородная проводящая зона с переменной электропроводно-

стью SMM ∈),(σ , погруженная в слоистую среду )(zСσ . Слоистая 

среда задаётся в виде: 

 
Рис. 1 Модель горизонтально однородной слоистой среды с двумерной 

неоднородностью 
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







∞∈

∈=

−∞∈≈

=

).,()(

),,0(

),0,(0

)(

12

11

0

hznpuz

hznpuconst

znpu

zС

σ

σ

σ

σ     (29) 

Неоднородная зона S  находится при 
1

hz ≥ . Типичной моделью горизон-

тально однородной слоистой среды с двумерной неоднородностью явля-

ется модель грабена, для которой 1),( σσ =zy . Для этой модели проведены 

численные расчёты по полученным в настоящей статье формулам. 

Сначала рассмотрим случай Н-поляризации, когда 

0≡
∂

∂

x
,         0=xE ,        

)0,0,( xHH =
�

,            ),,0( zy EEE =
�

.      

Уравнение для магнитного поля ),( zyHH x =  имеет вид: 

0
1

=+







HiHgraddiv ωµ

σ
     при      0>z     (30) 

с граничными условиями 

1
0

=
=z

H ,     0),(lim =
∞→

zyH
z

,          )(),(
0

lim zHzyH
y

=
∞→

,  (31) 

где )(
0

zH  – поле в горизонтально однородной слоистой среде. Среда со-

держит первый однородный слой с проводимостью 1σ  при [ ]1,0 hz ∈    и   

∞<y . Магнитное поле ),( zyH  при 0≥z  вычислили на сетке конечно 

разностным методом. Рассмотрим задачу определения электрического по-

ля  

0

1

1 =∂

∂
=

zz

H
E y

σ
       (32) 

на земной поверхности по таблично заданным на сетке значениям функ-

ции ),( zyH . Прямое дифференцирование таблично заданной на сетке 

функции может дать большую погрешность, так как дифференцирование 

таблично заданной функции является некорректной задачей. Выведем ин-

тегральное представление для электрического плоя (32), позволяющее 

вычислить его через магнитное поле. Рассмотрим задачу для магнитного 

поля в слое 

[ ]hz ,0∈ ,   где   1hh < .        

Тогда 
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








==
=

=
=

==+∆
∞→

),,(,1
0

),(),(,0
02

1 lim

hzyH
hz

H
z

H

zHzyHHkH
y

    (33) 

где ),( hzyH =  – известная уже вычисленная функция. Введём функцию 

)(),(),(
0

zHzyHzyu −= .       (34) 

Тогда 








−=====

==+∆
∞→

).(),()(),(,0)0,(

,0,0

0

2
1 lim

hHhyHyfhzyuzyu

uuku
y  (35) 

Рассмотрим функцию Грина (вспомогательное поле) ( )11 ,, zzyyG −  для 

верхнего слоя, удовлетворяющую задаче: 










=
=

=
=

=−−−=+∆
∞→

.0,0
0

,0),()( lim00
2
1

hz
G

z
G

GzzyyGkG
y

δδ

    (36) 

Такая функция Грина представима в виде косинус преобразования Фурье 

от функции ),,( 1 λzzV : 

( ) ∫
∞

⋅−==−
0

1111
),,()(cos

1
][,, λλλ

π
dzzVyyVIzzyyG C ,  (37) 

где функция V  представима в виде: 

)(
)()(

2

1
zhz

zz

ebea
e

V
−−−

−−

++−= ηη
η

λλ
η

,     (38) 

2
1

2
k−= λη ,    0)Re( >η .       (39) 

Граничным условиям при 0=z  и hz =  можно удовлетворить, за счёт со-

ответствующего выбора коэффициентов )(λa  и )(λb , откуда 

      

( ) ( ) ( ) ( )

h

hzzhzzzzhzzzz

e

eeeee
V

η

ηηηηη

ηη 2

222

12

1

2

11111

−

−−−−+−−+−−

−

−−+
⋅+−= .   (40) 

С помощью функции Грина магнитное поле в первом слое предста-

вим в виде: 

( )
∫
∞

∞−

⋅
=∂

−∂
+= 11

11

110
),(

,,
)(),( dyhyf

hzz

zzyyG
zHzyH .  (41) 

Теперь электрическое поле на поверхности земли при 0=z легко полу-

чить в виде: 
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( )
11

11

11
2

1

0

1

),(
0,

,,1

0

)(1

)0,(

dyhyf
zhzzz

zzyyG

zzd

zdH

zyE y

⋅
==∂∂

−∂
+

=
=

==

∫
∞

∞− σσ

.  (42) 

Первое слагаемое в правой части формулы (42) является импедансом 

слоистой среды: 

00
0

1

)0(
0

)(1
ZzE

zzd

zdH
===

=σ
.     (43) 

Первый сомножитель в выражении под интегралом в правой части фор-

мулы (42) является непрерывной функцией без особенностей: 

( )
( ) CyyK

zhzzz

zzyyG
∈−=

==∂∂

−∂
1

11

11
2

1 0,

,,1

σ
.   (44) 

Второй сомножитель в выражении под интегралом в правой части форму-

лы (42)  

)(),(),(
0

hHhyHhyf −=      (45) 

является известной функцией. Таким образом, формула для импеданса 

неоднородной среды принимает простой вид: 

( )∫
∞

∞−

⋅−+= 111
0

),()( dyhyfyyKZyZ ,    (46) 

где 

( ) ( )
( )

∫
∞

==∂∂

∂
−=−

0 11

1
2

1

1

1
,0

,,
cos

1
λ

λ
λ

σπ
d

hzzzz

zzV
yyyyK  (47) 

и всё свелось к интегрированию ранее вычисленного магнитного поля. 

Поскольку 
( ) ( ) ( )

h

hzhzhz
hz

e

eee
e

hzz

V

η

ηηη
η

2

3
)(

11 1

2

2

1

2

1

−

+−−−
−

−

−+
⋅+=

=∂

∂
,  (48) 

h

h

e

e

zhzz

V

z η

ηη
2

11 1

2

0 −

−

−
=

=










=∂

∂

∂

∂
,      (49) 

то из формулы (47) получим: 

( ) ( )∫
∞

−

−

−
−=−

0
21

1

1
1

cos
2

λ
η

λ
σπ η

η

d
e

e
yyyyK

h

h

.    (50) 

Рассмотрим теперь пересчёт поля в случае E -поляризации. Для E -

поляризованного поля  

0≡
∂

∂

x
,         0=xH ,       (51) 

),,0( zy HHH =
�

,            )0,0,( xEE =
�

.     (52) 
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Рассмотрим постановку задачи в этом случае. 

0
2

2

2

2

2

=+
∂

∂
+

∂

∂
x

xx Ek
z

E

y

E
,       (53) 

где 

)(
N
xx EE −  удовлетворяет условию излучения при −∞→z , 

),(
2

zyik ωµσ= ,        (54) 

при 0=z  непрерывны xE  и 
z

Ex

∂

∂
. 

Горизонтальная компонента магнитного поля равна 

z

E

i
H x

y
∂

∂
=

ωµ

1
       (55) 

Пусть мы знаем 1),,( hhhzyEx <= . Тогда задача при hz <  имеет 

для функции  

)(),(),( zEzyEzyu
N
xx −= :    (56) 

следующий вид: 

0)(
2

2

2

2

2

=+
∂

∂
+

∂

∂
uzk

z

u

y

u
,    (57) 

функция u  удовлетворяет условию излучения при −∞→z , 

[ ]



∈

<
=

hzприk

zприk
zk

,0

,0
)(

1

0
     (58) 

)(),()(0 zEhzyEyu
hz

u
N
xx −===

=
   (59) 

[ ] 0
0

=
=z

u ,    0
0

=
=






∂

∂

zz

u
.   (60) 

Рассмотрим задачу для функции Грина (для вспомогательного поля) 

),,( 00 zzyyG − : 

)()()( 00
2

2

2

2

2

zzyyGzk
z

G

y

G
−−−=+

∂

∂
+

∂

∂
δδ    при   ∞<< yhz , ,    (61) 

0=
= hz

G ,    [ ] 0
0

=
=z

G ,    0
0

=
=






∂

∂

zz

G
,   (62) 

функция G  удовлетворяет условию излучения при −∞→z .  

Если применить формулу Грина к функциям u   и G  на полуплоско-

сти hz < , то будем иметь: 

dy
hzz

zzyyG
yuzyu

=∂

−∂
⋅= ∫

∞

∞−

),,(
)(),(

00
000 .    (63) 
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Положив в этой формуле 00 =z    и  )(),(0 hzEhzyEu
N
xx =−== , полу-

чим: 

dy
zhzz

zzyyG
yu

zEzyE
N
xx

0,

),,(
)(

)0()0,(

0

00
0

000

==∂

−∂
+

+===

∫
∞

∞−

  (64) 

Тогда магнитное поле при 00 =z  равно: 

dy
zhzzz

zzyyG
yu

i

zHzyH
N
yy

0,

),,(
)(

1

)0()0,(

00

00
2

0

000

==∂∂

−∂
+

+===

∫
∞

∞−ωµ

. (65) 

Функция Грина ),,( 00 zzyyG −  представима в виде косинус преоб-

разования Фурье. Формула для этой функции имеет вид: 

[ ]

















<−

∈









++−−

=

∫

∫

∞

∞ −−−−−

0 1

0

0

1

)(
0

,0)()(cos
1

,,0

)()(
2

1
)(cos1

0

1101

zпри
d

ceyy

hzпри

d
ebeaeyy

G

z

zhzzz

η

λ
λλ

π

η

λ
λλλ

π

η

ηηη

   (66) 

где )(λa , )(λb  и )(λc  - это коэффициенты, зависящие от λ . 

Из условия  

0=
= hz

G       (67) 

получим: 

hzh
eaeb 101 )(

2

1
)(

)( ηη λλ −−− −= .   (68) 

Тогда при [ ]hz ,0∈  имеем: 

( )
1

)2()2(

0

0

1101

01

)(
2

1

2

1
)(cos

1

η

λ
λ

λ
π

ηηη

η

d
eeae

eyyG

zhzzzh

zz





−++

+




−−=

−−−−−−

∞
−−

∫
      (69) 

Из условия непрерывности  G   и  
z

G

∂

∂
  при 0=z  получим систему двух 

уравнений для определения коэффициентов )(λa   и  )(λc : 
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Рис. 2. Кривые кажущегося сопротивления для случая  

Н-поляризации при 10=λ  

 
Рис. 3. Кривые кажущегося сопротивления для случая  

Н-поляризации при 13=λ  
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Рис. 4. Кривые кажущегося сопротивления для случая  

Н-поляризации при 20=λ  

 
Рис. 5. Кривые кажущегося сопротивления для случая  

Е-поляризации при 10=λ  
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( )

( )











=





+−+−

=−++−

−−−−

−−−−

),(1)(
2

1

2

1

),(1)(
2

1

2

1

0
2)2(

1

2)2(

10101

10101

ληλη

λλ

ηηη

ηηη

ceaee

ceaee

hzhz

hzhz

  (70) 

где 

λη =0 .         (71) 

Следовательно, 

( ) ( )
( ) ( ) h

zhz

e

ee
a

1

0101

2
11

)(2
1 1

2

1
)(

η

ηη

ληλη

λη
λ

−

−−−

−++

−−
⋅−= .     (72) 

Тогда при [ ]hz ,0∈ ,   [ ]hz ,00 ∈  имеем: 

( ) λλ
π

ηη
deaeyy

hzz

zzyyG hz 101

0

0
00

2)(cos
1),,( −

∞

∫ −−=
=∂

−∂
, (73) 

 

ληλ
π

η
de

zz

a
yy

zhzzz

zzyyG h1

0 00

10
00

00
2

0
2)(cos

1

0,

),,( −
∞

∫ 










=∂

∂
−−=

==∂∂

−∂

. (74) 

Подставив в правую часть формулы (74) выражение 

( )
( ) ( ) h

h

e

e

zz

a

1

1

2
11

2

11
00

1

2

1

0 η

η

ληλη
ληη

−

−

−++

+
−=

=∂

∂
,   (75) 

получим интеграл 

( )( )
( ) ( )

∫
∞

−

−

−

=












−++

+−
−−=

==∂∂

∂

0

12
11

2
1

0

00

2

1

1

11
1)(cos

1

0,

λη
ληλη

λη
λ

π
η

η

η

de
e

e
yy

zhzzz

G

h

h

h
 

 
( ) ( )

∫
∞

−

−

−++
−=

0
2

11

1
0

1

1

)(cos
2

h

h

e

de
yy

η

η

ληλη

λλη
λ

π
,  

(76) 

нужный для вычисления магнитного поля по формуле (65). Из формулы 

(73) с учётом выражения (72) при 00 =z  получим интеграл 

( ) ( )
∫
∞

−

−

−++
−=

=
==∂

−∂

0
2

11

1
0

0

00

1

1

)(cos
2

0,

),,(

h

h

e

de
yy

zhzz

zzyyG

η

η

ληλη

λη
λ

π

, (77) 
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который нужен для вычисления электрического  поля по формуле (64). 

Интегралы (76) и (77) легко вычисляются. 

Расчёты проводились разностным методом, рассмотренным в рабо-

тах [1] и [2] с использованием интегрального сглаживания при вычисле-

нии кривых кажущегося сопротивления для модели среды, изображённой 

на Рис.1, когда 1),( σσ == constzy  (модель грабена) при 

1/ 12 =hh ;     201/ 1 =hH ;          10/ 1 =hL ; 

00 =σ ;        001,0/ 12 =σσ ;       1000/ 13 =σσ  

для различных значений параметра 1

~
λ – относительной длине волны в 

первом слое 

)Re(

2~

11

1
kh

π
λ = .       

На Рис.2 – Рис.4 приводятся кривые кажущегося сопротивления для 

случая Н-поляризации, посчитанные по разностным формулам и по фор-

мулам с интегральным сглаживанием. Разностные графики являются ло-

манными линиями и при маленькой длине волны они лежат ниже сгла-

женных кривых,  поскольку разностный метод расчёта производной как 

бы уменьшает влияние поверхностного скин-эффекта на кажущееся со-

противление. Однако с ростом длины волны поверхностный скин-эффект 

уменьшается и разностные кривые приближаются к интегральным.  

На Рис.5 приводятся кривые кажущегося сопротивления для случая 

Е-поляризации, посчитанные по разностным формулам и по формулам с 

интегральным сглаживанием. Разностный график опять является ломан-

ной линией. 
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